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Concours 2018 : Correction de l’épreuve 1 


Thierry Gaspari, février 2018 


Dans cette correction on notera, lorsque (4, B) e M, (C)*, 


M(A,B) = (5 


>| © 
Se 


Partie I. 


1. Dans cette question n = 1 et la formule sur le déterminant d’une matrice de M2(C) donne : 
det(M(A, B)) = À.A + BB = |A}? +|B}, 


ce qui démontre bien que : 


V(A, B) e Mi(C), det(( 7 2) ER. 


Remarque : la formule det(M(A, B)) = A.A+BB n’est valable que parce que n — 1. Il n'existe 
pas de formule analogue de ‘déterminant par blocs’ lorsque n > 2. Par exemple, en prenant 
A = B= 1, on à det(M(A, B)) = 4 alors que det(A)det(A) + det(B)det(B) = 2. 
2. (a) Soient À — (aheisen dans My(C) et v = Caihtées dans Mni(C). 
On fixe à dans [1,n]]|. 
D'une part : 


nm nm 
QAvh = D au = D MT. 
j=1 = 


D'autre part : 


On en conclut que : 


VAE Mha(C), Vu e C”, Av = At. 


(b) Notons Y l’application qui à une matrice À de M,(C) associe la matrice Y(A) = À. 


UT: 
. Pour tout couple («, B) de R?, pour tout couple (A, B) de M,(C)?, pour tout (i, j) de 
[1,n]° : 


(Y(aA + BB); = (aA + BB);; = aai,j + Bbi,j = Qi; + Bb; 
donc Y(aA + BB) = aV(A) + BY(B). 


((AB))5 = (AB); = D andre, = D Gr de = (AB); 
k=1 R=T 


PS 
Q 
= 


Dos 
TRS 

® 
= 


donc Y(AB) = Y(A)Y(B). 
Enfin, Yo Y = Jdy,(c) donc Ÿ est bijectif et T1 = y. 


En conclusion, 


Ÿ est un automorphisme involutif de R-algèbre. 


Remarque : on a en particulier la formule W(A-1) = (Y(A))-!, qui se réécrit A1 = À 
et qui sera réutilisée dans la suite. 


Soit À dans M,(C). En notant $, le groupe des permutations de [1,n] et £(o) la signature 
d’une permutation ©, on sait que : 


det(A) = >» EC IT ») 


OESn 


Ainsi 


nm 


det(A) = Ÿ° (II) - D» EC Ie. 7) — det(À). 


OESn i=1 0ESn 
Donc 


VA € Mn(C), det(A) = det(A). 


Si À € Glh(C), 
det(AA) = det(A).det(A) = det(A).det(A) = |det(A)[? 


avec det(A) non nul puisque À est inversible, donc : 


VA € Gla(C), det(AA) € R*. 


Soit À dans M,(C). À possède un nombre fini de valeurs propres (au maximum n), donc 
il existe un réel n strictement positif et suffisamment petit pour que À n’ait aucune valeur 
propre dont le module soit compris dans ]0,n[. Autrement dit : 


In > 0,VAEC,0<[N <n—= A- M, € Gl(C). 


Fixons À dans M, (C) et n le réel strictement positif dont l’existence vient d’être démontrée. 
Pour k > 1 on pose My = À — Ein. La suite (My,)1>1 converge dans M,(C) vers À et 


tous les éléments de cette suite sont dans Gl,(C). Ainsi 


Glh(C) est dense dans M,(C). 


Remarque : on n’a pas besoin de préciser avec quelle norme on travaille sur M,(C), puisque 
cet espace vectoriel est de dimension finie donc toutes ses normes sont équivalentes. 


4. Dans cette question À est inversible. 


(a) 


(b) 


fo 0 À B\ [A B 
BA! 1,] \-B A 0 BA 'B+4A/ 
En passant au déterminant dans la relation précédente, en utilisant les formules pour le 
déterminant d’une matrice triangulaire par blocs et le fait que det(1,) = 1, on obtient : 


det(M(A, B)) = det(A).det(BA°ŸB + À) = det(A)det(A)det(I, + (A)7'BAT'B). 
On pose alors C = (A) -!B. On a, en utilisant (2a), C = A7!B, donc : 


det(M(A, B)) = |det(A)|?det(I, + CC). 


5. On raisonne par double implication. 
- Supposons que (1) est vraie. 
Soit C' dans M,(C). On pose À = 1, et B=C. 
Ainsi À est inversible et C = (A) !B donc, d’après (4b), det(M(A, B)) = det(Iy + CC). 
De plus det(M(A, B)) € R+ puisque (1) est supposée vraie, donc det(1, + CC) € R+. 
Ainsi (1) = (2). 
- Supposons que (2) est vraie. 
Soient À et B dans M, (C). 
D’après (3b), il existe une suite (A;)£en de matrices inversibles qui converge vers À. 
Pour k fixé dans N, d’après (4b), il existe une matrice C4 telle que : 


det(M(Ay, B)) = |det(Az)l?det(In + CrCy). 


Or |det(Az)|? € R+ et det(In + CxCx) € R+ puisqu'on a supposé (2) vraie. 

Donc det(M(Ax,B)) € R+. 

Puisque (Ax)£en converge vers À et que M + det(M) est une application continue car elle 
est polynômiale en les coefficients de M, on peut conclure que det(M(A, B)) € R+. 

Ainsi (2) = (1). 


- En conclusion de cette partie I, 


les assertions (1) et (2) sont équivalentes. 


Fin de la partie I. 


Partie II. 
6. Soit C dans (1. 


(a) Soient À et B dans M,(C), avec À inversible. 


(b 


) 


— 


On remarque que : AB = A(BA)A"! donc AB et BA sont semblables et ont par conséquent 
le même polynôme caractéristique. 

Maintenant À n’est plus supposée inversible. Cependant, grâce à la densité de Gl,(C) dans 
My(C) qui a été prouvée en (3b), il existe une suite (Az)zen de matrices inversibles qui 
converge vers À dans M, (C). 

La suite (A;B)xen converge alors vers AB, car l’application X + XB est linéaire donc 
continue sur MA(C). De même la suite (BAz)xen converge vers BA. 


Pour tout entier k, A4 est inversible, donc d’après la question précédente, Y4,B = XBA,. 
Enfin, l’application M + Y est continue car polynômiale en les coefficients de M, donc 
par passage à la limite : 


XAB = lim %x4,B = lim XBA, = XBA. 
k— +00 k— +00 


En conclusion, 


V(4,B) = Ma(C}, XAB — XBA-: 


Notons que pour montrer qu’un polynôme P de C[X] est en fait à coefficients réels, il suffit 
de montrer que pour tout réel x, P(x) = P(x). 


Xco(x) = det(xls — CC) 

det(xln — CC) (en utilisant (2c)) 
Xcc (x) 

= Xcg(x) (en utilisant (6b)) 


Ainsi} Xcc € R[X|. 


Remarque : on n’a pas utilisé ici le fait que C’ soit dans (2. 


7. Par hypothèse C € ( donc le polynôme caractéristique de CC est scindé à racines simples, 


donc : 


CC est diagonalisable dans M,(C). 


CC a exactement n valeurs propres complexes distinctes 


et les sous-espaces propres sont tous de dimension 1. 


8. Soit À une valeur propre réelle de CC et v dans C”* un vecteur propre associé. 


(a) Par hypothèse, CCv = Av. En passant au conjugué et en utilisant les résultats de la 


question (2) et le fait que 1€ R: 
CCT = À%. 


(b) En multipliant à gauche par C : 


CC(CG) = À(CD). 


Donc C® est dans le sous-espace propre associée à la matrice CC et à la valeur propre À. 
Or ce sous-espace propre est de dimension 1 et contient le vecteur non nul v, il est donc 
égal à Vect(v). Ainsi CT € Vect(v), donc : 


JuEC, CT = y. 


(c) D'une part : 


C(A ©) = 05 = uv = |pl°v. 


D'autre part : 
C{ v) = C(CT) = CCv = Av. 


Puisque v est non nul on en déduit que : 


À = [u|? € R.. 


. Notons P = XGg. 
On a : 
det(I, + CC) = (—-1)"det(—I, — CC) = (—-1)"P(-1). 


D'après (6c), P € R[X|. 

D'après (8c), P n’a aucune racine dans l'intervalle ] — co, Of. 

En appliquant le théorème des valeurs intermédiaires (la fonction polynômiale t ++ P(t) étant 
continue), on sait que P conserve un signe constant sur | — æ,—1]. Or P est unitaire et de 
degré n, donc tend en —® vers —c si n est impair, et vers +oco si n est pair. Par conséquent, 
(—1)"P(-1) est toujours dans R., quelquesoit la parité de n. 


En conclusion de cette partie IT : 


Pour tout C de (1, det(I, + CC) ER. 


Fin de la partie II. 


Partie III. 
Ici P est un polynôme de degré q et Q est de degré r. 

10. B est une famille de r x q éléments de K;_[X] x K,_1[X], qui est un espace vectoriel de 
dimension r x q. Il suffit de prouver que B est libre pour justifier que c’est une base de cet 
espace vectoriel. 

Rappelons que dans un espace vectoriel produit À x B, (a, b) = 04xp & a = 01 et b = Og. 


Soient @0,...,@r—1; Bo, ...;,Py-1, Tq SCalaires, on a : 

= | qg—1 | r—1 
D _ai(X,0) + Ÿ B,(0, X7) = On xx x) © D X = OK, 1x] Ct Dax = ÛK,_:[x] 
j=0 i=0 


& VieÏ0,r—-1],a=0 à : € [0,9 — 1], 6; = 0, 
la dernière équivalence étant obtenue grâce à la liberté de la famille (X°)o<i<s avec s = r — 1 
puis s—=q—1. 
Ainsi | B est une base de K;_1[X] x K,_1[X]. 
11. Déjà ç est bien définie et va bien de K;_1[X] x Ky-1[X] dans Ky4r-1[X]. 
En effet, si (U, V) est dans K;_1[X] x Ky-1[X|, dde PU € Kytr_1[X] et QV € Kotr_1[X|, 
donc @((U, V)) € Kç+r-1[XT. 
Ensuite ç est linéaire. En effet, prenons (U1, Vi) et (U», V2) deux couples de K;_1[X]xK,-1[X], 
a et 5 deux scalaires, alors : 
p(a(Ui,Vi1) + B(U2,V2)) =  p((aUi + BU, aVi + BV) 
= P(aU; + BU) + Q(aVi + BV2) 
= a(PU: + QVi) + B(PUr + QV2) 
= ap((Ui, Vi)) + Be((Uz, Vo)). 


Finalement | @ est une application linéaire de K,;_1[X] x Ky-1[X] dans Ky4r_1[X1]. 


12. Pour les r premières colonnes de la matrice : 


g+i 


p((X,0)) = PX' = De Xe D i 


Pour les q dernières colonnes de la matrice : 


r+i 


p((0, X°)) = QXŸ = > Xi = 2 be + de 


Par conséquent : 


M = Matg pen (ep) = Syl(P,Q) 


où Syl(P,Q) désigne, comme l’a notée l’énoncé, la matrice de Sylvester de P et Q. 
13. On suppose ici pgcd(P, Q) = 1. 

(a) Soit (U,V) € K;_1[X] x Ky_1[X], supposons que le couple (U,V) est dans le noyau de 
l’application @. 
On a alors : PU = —QV, donc P divise le produit QV. 
Or pgcd(P, Q) = 1, donc P divise V, grâce au lemme de Gauss qui est valable dans K[X] 
puisque K est un corps, donc K[X] est un anneau principal. 
De plus P est de degré q, alors que le degré de V est strictement inférieur à q. Le fait que 
P divise V entraîne donc que V = 0. 
La relation PU + QV = 0 se réécrit alors : PU = 0, ce qui entraîne que U — 0 puisque 
P Z0 et que K[X] est un anneau intègre. 


Finalement Ker(o) = {0x,_;[x]xk,_,[x]} donc v est injective. 


(b) Le théorème du rang, appliqué à @, donne : 
dim(Kr_1[X] x K;-1[X]) = dim(Im(o)) + dim(Ker(p)) = dim(Im(e)). 


Donc dim(Im(@)) = r + q et Im(s) est un sous-espace vectoriel de K,,,-_1[X] qui est aussi 
de dimension r + q, donc Im(o) = Ky+r-1[X|]. 
Finalement 4 est une application bijective, donc Matg 8, () est inversible, donc : 


le déterminant de Syl(P, Q), qui est Resk(P, Q), est non nul. 


14. On suppose ici que det(P,Q) £ 1. Il existe un polynôme D, de degré supérieur ou égal à 1, 
qui est un diviseur commun à P et à Q. Il existe deux polynômes non nuls Ü; et VA tels que 
P = DV, et Q = DU:. 
De plus deg(Vi) < deg(P) — 1 et deg(U1) < deq(Q) — 1, donc le couple (U1,—Vi) appartient 
à K;_1[X| X Kg-1[X]. 


Enfin : &((Ui,-Vi1)) = DUiVi — DUiVi = 0, donc| 4 n’est pas injective et ainsi Resx(P,Q) = 0. 


En conclusion des questions (13) et (14) : 


pgcd(P,Q) =1& vest injective & Resk(P,Q) Z 0. 


15. Soit P = aX? +bX + c de degré 2. 


c b O0 
Resg(P,P') = |b 2a b 
a O0  2a 
2a b b b ; | SR 
PR >: (en développant par rapport à la première ligne) 
— —a(b? — 4ac). 
On a ainsi : 
A(P) = b? — 4ac. 


16. Soit P dans C[X]. Puisque C est algébriquement clos, P est scindé. 
De plus les polynômes irréductibles de C[X] sont les polynômes de degré 1. Or deux polynômes 
sont premiers entre eux si, et seulement si, ils n’ont aucun diviseur irréductible commun. Donc, 
dans C[X}, deux polynômes sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont aucune racine 
commune. 


Par conséquent : 


P n’a que des racines simples & Pet P' n’ont aucune racine commune 
& Pet P' sont premiers entre eux 
& Resx(P,P') Z0 (d’après le résultat de (13) et (14)) 
æ A(P)£0, 


En conclusion de la partie III : 


P € C[XT est scindé à racines simples & A(P) #0. 


Fin de la partie III. 


Partie IV. 
17. (a) Pour d € N* considérons la proposition P(d) : * Si P : Cd — C est polynômiale, si existent 


— 


1:,...,14 des parties infinies de C telles que Z3 x... x 13 € Zp, alors P = 0. 

- Initialisation : 

Suposons que d = 1 et que P : € — € est une fonction polynômiale d’une variable telle 
qu’il existe une partie infinie /, contenue dans ZP. Ceci signifie que P a une infinité de 
racines, donc que P = 0. Aïnsi P(1) est vraie. 


- Hérédité : 
Fixons d dans N* et supposons que P(d) est vraie. Considérons P : C1 =; C polynômiale 
telle qu’existent l1,...,1411 des parties infinies de € telles que 71 x... x Igr1 € ZPp. 


On fixe z dans 1441 (qui est non vide car infini) et on considère la fonction 


DECO) Pl, age). 


Q, est polynômiale sur Cet 1 X...x 14 € Zo, avec J1,...,19 qui sont des parties infinies 
de C, donc Q, = 0 par hypothèse de récurrence. 

Ainsi, pour tout z dans ly+1, pour tout (x1,...,æ4) de C9, P(x1,...,%a,2) = 0. 

Fixons maintenant (æ1,...,æ4) dans C%. La fonction 2++ P(x1,...,æ4,z) est polynômiale 


sur C et la partie infinie 1711 est contenue dans l’ensemble de ses racines, donc cette 
fonction est nulle. 

D'où : V(x,.…., ta, tar) € CT, P(x1,..., da, tar1) = 0 et ainsi P(d+ 1) est vraie. 

- Conclusion : P(1) est vraie et pour tout d de N*, P(d) implique P(d+1), donc le principe 
de récurrence entraîne que la propriété P(d) est vraie pour tout d de N*. 


Supposons P non nulle. 

L'application P est polynômiale donc continue sur C% et Zp — P-1({0}), donc Zp est 
fermé en tant qu’image réciproque de fermé par une application continue. 

Raisonnons par l’absurde en supposant que l’intérieur de ZP n’est pas vide. Alors il existe 
x = (%1,...,%q) dans ZP et r > 0 telle que la boule B,(x,r) est contenue dans Zp. 
Puisque CŸ est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes et on choisit de 
travailler avec la norme infinie. Ainsi en notant 1; =]x; — r,x; + r| pour j € [1,d], les 
parties L1,...,14 sont infinies et 1, X...x 14 € Zp. D’après la question précédente, P = 0, 
ce qui est absurde car P est non nulle. 


Finalement : 


Lorsque P Æ 0, ZP est un fermé d'intérieur vide. 


On en déduit immédiatement que : 


Lorsque P # 0, CŸ\ Zp est un ouvert dense dans Cd. 


18. D’après (16), Q ={CE€E Ma(C), Resk(xce Xox) Æ 0. 
L'application & : M,(C) — R,M + &(M) = Resx(Xy Xyrar) CS continue car elle est com- 
posée d’applications polynômiales en les coefficients de M et de l’application z + 7 qui est 
continue sur C. 


Donc Q = &-!{(C*) est un ouvert de M,(C) en tant qu'image réciproque de l’ouvert C* par 
l’application continue ®. 


Pour la densité, on ne peut pas utiliser (17) car ® n’est pas polynômiale en les coefficients de 
M, car l’application z + Z n’est pas polynômiale sur C. Par exemple, si P est l’application 
définie sur € par z2+ z —7, alors Zp est infini (mais quand même d'intérieur vide). 


On va donc adapter la démonstration de (17a). 


Tout d’abord on dira qu’une application P : C4 — C vérifie la condition (C4) s’il existe une 
partie finie S de N°4 et une famille (ay)}xes de complexes telles que : 


d k kak = 
Vie sm) EC Perse ) th 2 NL Se On TN Ta te, 
(k1,..,koa)ES 


On va démontrer par récurrence sur d que : 
Q(d) :’ Si P:CŸ-—C est non nulle et vérifie (Cy), alors Zp est d'intérieur vide. ? 


Puisqu'on est en dimension finie, on peut choisir la norme avec laquelle on travaille et on 
choisira la norme infinie. 


- Initialisation : 

Suposons que d = 1 et que P : C — € vérifie (Ci). 

Supposons qu’il existe 20 € C et r > 0 tel que B(20,r) C Zp. 

Pour tout e dans € de norme 1, la fonction @ : R — R,t + q(t) = P(z0 +te) s’annule sur 
]—r,r|{, et est polynômiale en t, donc 4 est nulle. 

Ainsi : Ve € Sc,Vt ER, P(20 +te) = 0. Donc P est nulle et ainsi Q(1) est prouvée. 

- Hérédité : 

On fixe d dans N* et on suppose que Q(d) est vraie. Soit P : C1 -; C qui vérifie (C1). 
Supposons qu'il existe Z = (21,...,2q41) dans CT et r > 0 tels que B(Z,r) € Zp. 

Soit w un complexe fixé dans B(z411,r). Notons 7! = (21,..., 24). 

Par hypothèse, B(7/,r) est contenue dans Z7, où Tu : (21,...,æg) > P(a1,...,da, w). 

Or Ty vérifie la condition (C4) donc l'hypothèse de récurrence permet d’affirmer que T,, est 
l’application nulle. 

Ainsi : Vw € B{zau,r), Va, ...,œa) EC, P(ar1,..., ta, w) = 0. 

On fixe maintenant (x1,...,æ%4) quelconque dans Cf. L'application x + P(x1,...,24,x) vérifie 
(C1) et s’annule sur B(2411,r), donc cette application est nulle d’après Q(1). 

Finalement, P est nulle et on a bien prouvé Q(d +1). 

- Conclusion : Grâce au principe de récurrence la propriété Q(d) est vraie pour tout d de N*. 
On peut maintenant revenir à notre problème : on identifie M,(C) à C”, l’application 
B:C = (c,jhicijen  P(C) = Resk(xcc: Xoo) vérifie la condition (C,2), donc l’intérieur de 
Za est vide. Autrement dit ®_!(C*) = ( est dense dans M, (C). 

Pour conclure : 


Q est un ouvert dense de M, (C). 


19. Soit C dans M,(C). Puisque { est dense, il existe une suite (Az)ren d'éléments de Q, qui 
converge vers C dans M,(C). 
D’après (9), pour tout k de N, det(I, + Az A4) € R+. Puisque l'application À + det(1, + AA) 
est continue sur MA(C), on en conclut que det(Ih + CC) € R+. 
On a bien démontré l’assertion (2) : 


VC € MalC), det(ln + CC) € R4. 


20. (a) Soient C' dans M,(C) et À pour l'instant supposé dans R*. 
En posant B — Y2C: det(\lh + CC) = \"det(I, + BB) € R+ d’après la question (19). 
Si À = 0, det(A, + CC) = [det(C)P? > 0. 


En conclusion : 


VAE R+, det(Alh + CC) € R+. 


(b) Soit M une matrice telle qu’il existe À € M,(R) avec M = A?. 


— 


En appliquant (a) avec C = À : pour tout À de R:, det(\l, + M) € R:, ce qui entraîne 
que x est de signe constant sur R_. 

Or, dans la décomposition d’un polynôme de R[X] en facteurs irréductibles, la présence 
d’un terme de la forme (X — a)”, avec a réel et r impair, entraîne un changement de signe 
de ce polynôme en a. 

De plus x € R[X] car À € MR) et donc M € M,{R), donc le fait que xx ne change 
pas de signe sur R_ implique que : 

Si M = A? avec À € M, (R), alors toutes les valeurs propres réelles strictement négatives 
de M (s’il y en a) sont de multiplicité paire. 

Soit M € M,{R) telle qu'il existe B dans M,{(R) avec M = exp(B). 

On pose C = exp(iB), C € MAR) et C? = M. D'après le résultat de la question 
précédente on peut affirmer que les valeurs propres réelles strictement négatives de M sont 
de multiplicité paire. 

De plus 0 n’est pas valeur propre de M car M est inversible avec M1 = exp(—B). 

Ainsi : si M € exp(MA(R)) alors toutes les valeurs propres réelles négatives de M sont de 
multiplicité paire. 


Fin de la partie IV. 
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21. 


22. 


Partie V. 


Par définition, quop et remp sont des applications de K[X] dans K[X]. 
Soient U et V dans K|X|, a et B dans K. On a : 


U = quop(U)D +remp(U) avec deg(remp{U)) < deg(D) 


V = quop(V)D +remp(V) avec deg(remp(V)) < deg(D) 


donc : 
QU + BV = (aquop(U) + Bquop(V))D + (aremp(U) + Bremp(V)) 


avec deg(aremp(U) + Bremp(V)) < max (deg(remp(U)), deg(remp(V))) < deg(D). 
L’unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne permet d’affirmer que : 


remp(aU +BV) = aremp(U)+Bremp(V) et  quop(aU+BV) = aquop(U)+/Bquop(V). 


Ainsi quop et remp sont des applications linéaires. En conclusion, 


quop et remp sont des endomorphismes de K[X1. 


Soit U € K[X]. On a : remp(U) = 0 x D + remp(U) avec deg(remp(U)) < deg(D). On en 
conclut, par l’unicité du reste dans la division euclidienne, que : remp(remp(U)) = remp(U). 
Ainsi : 


remp o remp = remp : remp est un projecteur de K[X]. 


Si V € Im(remp), alors deg(V) < deg(D). 
Réciproquement, si deg(V) < deg(D) alors V = remp(V) € Im(remp). Ainsi 


Im(remp) = Keg(D)—1 EXT. 


U € Ker(remp) & D divise U donc : 


Ker(remp) = DK[X] = (D). 


L’endomorphisme remQ de K[XT a pour image K;_1[X] et pour noyau l'idéal (Q). Or l’espace 
vectoriel quotient K|IX]/Ker(rema) est isomorphe à l’espace vectoriel Im(remQ), donc : 


E = K|X|/(Q) et K,_1[X] sont isomorphes. 


Plus précisément, l’application remo : E — K;_1[X],U + remo(U) = remq(U) est un iso- 
morphisme. 


Donc| Bo — Les = (Xi)ocicr_1 est une base de E | en tant qu'image réciproque par 


cet isomorphisme d’une base de K;_1[X], et| dim(E) =r. 


23. (a) - Supposons que f est un automorphisme de Æ. L'application f est surjective donc il 


existe U dans Æ tel que PU = I, ce qui entraîne l’existence d’un polynôme $ tel que 
PU + SQ = 1. Cette relation de Bézout implique que pgcd(P, Q) = 1. 

- Réciproquement, supposons que pgcd(P,Q) = 1. Soit U dans le noyau de f. L'égalité 
PU = 0 entraîne que Q divise PU, puis que Q divise U par le théorème de Gauss. Donc 
U =0et Ker(f) = {0}. Ainsi f est un endomorphisme injectif de E, E est de dimension 
finie, donc f est un automorphisme de E. 


- En conclusion : 


f est un automorphisme de E & pgcd(P,Q) = 1. 
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(b) 


24. (a) 


TS 
ue 


25. (a) 


Pour j dans [0,r — 1], fæ) = PXi = R;, donc : 


Ms(f) = À. 


Soit S dans Ky+r_1[X]. 

D'une part : PE K,[X] et remao(S) € K;_1[X] donc Premo(sS) € Ky+r-1[X]. 
D'autre part : Q x quoa(S) = S — rema(S) € Kyrr-1[X]. 

Donc l'application f est bien définie de K,47_1[X] dans K,:,_1[X]. 

Enfin, la linéarité des applications remQ et quoQ entraînent la linéarité de fe 


Ainsi | f est bien un endomorphisme de K,4r_1[X]. 


Soit (U,V) € K;_1[X] x Ky-1[X]. On a : 
remq(U) =U ; quoq(U)=0 ; remao(QV)=0 ; quoo(QV)= 
Donc : = 
f(U + QV) = PU + QV. 
On pose B1 = (Tk)o<k<q+r-1 avec : 


Vkeldr-1], R=xF e& Vkefratr-i1]l, %=XF7"Q. 


La famille B; est libre car ses éléments sont de degrés échelonnés puisque pour tout k de 
[0,q + r — 1], deg(Tx) = k; la famille Bi contient (q + r) vecteurs qui sont tous dans 
Kotr-1[X] ; enfin dim(Ky4r_1[X]) = q + r. Ainsi : 


B1 est une base de K,+7-_1[X]. 


On notera E2 = Vect(Q, XQ,...,X9-1Q). En utilisant (24b) : 
Pour j dans [0,r — 1], 


F(XŸ) = PXŸ = R; + QU; = R; + un vecteur de E>. 


Pour j dans [0,q—1], 
J(X0) = XQ. 


Ces résultats nous permettent d'écrire : 


Me = (RG) 


où N est une matrice de M,-(K). La formule de déterminant de matrice triangulaire par 
blocs et le résultat de (23b) donnent directement : 


det(f) = det(R) = det(f). 


Soit (U,V) € K;_1[X] x Ky-1[X]. On a : 
remxr(U)=U ; quoxr(U)=0 ; remxr(X"V)=0 ; quoxr(X'V)=V 


donc, en utilisant la linéarité des applications remxr et quoxr : 


E(U + X'V) = PU + QV VITE XV) =U OV 
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(b) En utilisant ceci on obtient les résultats suivants : 
Pour £<r—1:é(X") = PX. 
Pour & > r : E(XF) = é(XT XF) = OXFT, Done 


MBean (8) = Syl(P, Q). 


Pour k<r—1:%(X*)= XF. 

Pour k > r : Y(XF) = Y(XTXE TT) = QXÉ TT, Donc Mg... (Y) s'écrit comme Syl(P, Q), 
sauf que ap = 1 et ax = 0 pour tout k > 1 (cette matrice n’est donc pas une matrice de 
Sylvester). 


(c) Mg... (Y) est triangulaire et ses coefficients diagonaux sont tous non nuls (ils valent soit 
1 soit b,), donc cette matrice est inversible et ainsi : 


Ÿ est un automorphisme de K,4,-_1[X]. 


(d) Pour tout S de Kyyr_1[X] : 


FONDÉS) = PR rema(remxr(S) +Q x quoxr(S)) +Q x quog(remxr(S) +Q x quoxr(S)) 
= Pxremxr(S) +Q x quoxr(sS) 
é(s). 
Ainsi 


26. D’après la relation qui vient d’être obtenue : 


det(f) x det(Y) = det(£). 


D'après (244), det(f) = det(f). 
D’après (25b), det(Y) = b£. 
D’après (25b), det(£) = Resx(P,Q). 


En conclusion : 


Resk(P.,Q) = b1 x det(f). 


Fin de la partie V. 
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Partie VI. 
JL 
27. (a) Notons P = e do On à : 
nm 


et P est inversible, donc : 


Es CA 2 A B . .fD C A B 
F A Re D JE et ainsi F et é 2 sont semblables. 


In On 
On —lh 


see 20 Ée n)° 


A —B A B 
(: C 2) et ( c 2) sont semblables. 


(b) En notant Q — ( k Q est inversible et : 


donc : 


A B 
28. On note M — (5 à) 


D’après (27a) : M est semblable à É E 4) 


D’après (27b) : Ë E … est semblable à É A qui est la matrice M. 


La relation de similitude est transitive (c’est une relation d'équivalence) donc M est semblable 
à M. Ainsi, si æ est un nombre réel : 


xu(æ) = xy(x) = det(xlon — M) = det(xln — M). 


Puis, en utilisant (2c) : 


xm(x) = det(xln — M) = xm(x). 


Ainsi 


xm ER[X|. 


29. (a) Soit (X1, 1, X2, Y2) € (C")#, soit À un réel. 


«D (D) + 1) 


: pus M +M) 
1 + AX2 
_ G 5 +) (c’est ici qu'être réel est important pour À) 
- (K)t(x) 
X2 


donc l’application 0 est R-linéaire. 
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TS 
Q 


30. (a 


LE RTS 


— 


Attention : pour la suite, 0 n’est pas C-linéaire donc n’est pas un endomorphisme, on ne 
peut pas associer de matrice à 0. 
On remarque (ce sera utile dans la suite) qu’un calcul analogue donne : 


VAE C, Vu e C” x C”, O(v) = XO(). 


Soit Ÿ un endomorphisme de C” x C” de matrice (5 à) 


(5h = (AE) 
L Ce) 
AX+BY 
: cr | 
BY+AX 


«& 

[e] 
=D 
< x 
CR 


En conclusion, | 0 commute avec Y. 


Un calcul direct donne : | 400 = —Idçnxcn. 


Soit v un vecteur non nul de €” x C”?. On raisonne par l’absurde en supposant qu’il existe 
a € C tel que O(v) = av. 

On a alors : 8 o O(v) = 8(av) = &(v) = |al?v. 

Mais 0 o O(v) = —v et v Z 0, donc : |a|? = —1, ce qui est absurde. 


En conclusion :| si v £ 0, v et O(v) sont linéairement indépendants sur C. 
Si u = œjv + œb(v) € Vectc(v, 0(v)), alors Ou) = —azv + m6 (v) € Vectc(v,6(v)). Donc 


Vectc(v,@(v)) est stable par 6. 


Considérons w = ajv + a20(v) dans E. On va montrer que a = @2 = 0. 

On a : O(w) = —-œzv + ib(v) € E. 

Ainsi a;w — a20(w) est dans E, car E est stable par combinaison linéaire. 

Or rw — a (w) = (||? + |aol?)v. 

Puisque v # E, on a nécessairement |ai|? + |a2[? = 0, donc a1 = @2 = 0 et ainsi w = 0. 
Par conséquent | EN Vectc(v, 0(v)) = {0}. 
Soit M — ( = 2) et Ÿ l’endomorphisme de C” x C” canoniquement associé. 


D’après (28), xw € R[X] donc pour tout complexe À, Ym(À) = 0 & xm(À) = 0. Ainsi : 


VAeC,)E Sp(M) & XE Sp(M). 


Soit u un vecteur de E. Il existe un entier n1 tel que (Y — Adcnxcn)"t(u) = 0. Ainsi : 


On a utilisé que P(W)00 = 40 P(Y), ce qui est une conséquence de (29a). Ainsi O(u) € ES. 
Réciproquement, si v € E*, alors O(v) € E' et ainsi u = 0(—0(v)) € O(E;). 
En conclusion : 


O(E)) = EL. 
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(b) Soit À une valeur propre réelle de M. Par définition E\ n’est pas réduit au vecteur nul, 
donc il existe v, Æ 0 dans E\. D’après (a), O(v:) € E\ et la famille (v1,0(v1)) est libre 
d’après (29c). 

Si E\ = Vect(vi,60(v1)) alors E\ est bien de dimension paire. 

Sinon, il existe v2 dans E\ n’appartenant pas à Vect(vi, O(vi)). D’après (29c), (29d) et 
(30a), la famille (va, O(v2)) est libre et contenue dans E, et l'intersection de Vect(u2, 0(v2)) 
et de Vect(u1,0(v1)) est réduite au vecteur nul. 

Ainsi (v1,0(v1), va, 0(v2)) est une famille libre de quatre vecteurs de E. 

Si E\ = Vect(vi,60(v1),v2, 0(v2)) alors E\ est bien de dimension paire. 

Sinon on recommence le processus, qui s’arrête obligatoirement après un nombre fini 
d'étapes j, avec j < n puisque E\ est contenu dans C”* x C”. On aura construit ainsi 
une famille (v1,...,vj,0(vi1),...,0(v;)) qui est une base de E', donc : 


VAE Sp(M)NR, E\ est de dimension paire. 


31. En gardant les notations de la question (30) : 


xu(X) = ( II Ga) x ( II (4? 2Re(1)X + AP) ). 


XERNSp(M) XESp(M)\R 


En évaluant en 0 et en remarquant que (—1)?" — 1 : 


det(M) = II Ca) x ( II AB)" > 0. 


XERNSp(M) XESp(M)\R 


On a bien établi la proposition (1), à savoir que : 


V(A, B) e Ma(C}, det( + } ER. 


>| © 


Fin de la partie VI. 
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